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1. Логарифмические тождества 

1.1. Логарифмы и их свойства 

 

Определение 1. Логарифмом положительного числа b по 

положительному и не равному единице основанию a называется показатель 

степени, в которую нужно возвести основание a, чтобы получить число b: 

)0;1;0(log  baabxba a

x . 

Основное логарифмическое тождество 

xaax
log

 . 

Примеры. 

1) 3225log 5

2  xxx ;  

2) 52525
2

1
log 21

25  xxxx . 

 

Определение 2. Десятичным логарифмом называется логарифм по 

основанию десять:  

bb 10loglg  . 

Примеры: 

1) lg10 = 1; 

2) lg100 = 2, так как 10
2
 = 100; 

3) 1000103lg 3  xxx . 

 

Определение 3. Натуральным логарифмом называется логарифм по 

основанию натуральных логарифмов: 

bb elogln   

Замечательное число e для математического анализа имеет такое же 

значение, как число   для геометрии. Основание натуральных логарифмов 

– число иррациональное и равно e = 2,71...
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Примеры: 

1) 1ln e ; 

2)  2ln 2 e . 

 

Определение 4. Логарифм по любому допустимому основанию от 

этого же числа равен единице: 

)1;0(1log  aaaa  или )1;0(log1  aaaa . 

 

1.2. Свойства логарифмов 

При любом  00  aa  и любых положительных х и у выполняются 

следующие свойства: 

1. Логарифм единицы по основанию а равен нулю: 

loga1 = 0 . 

2. Логарифм а по основанию а равен 1: 

logaa =1  

3. Логарифм произведения равен сумме логарифмов:  

loga(xy) = logaх + logaу или logaх + logaу = loga(xy). 

4. Логарифм частного равен разности логарифмов:  

loga
y

x  = logaх - logaу или logaх - logaу = loga
y

x
. 

5. Логарифм степени равен произведению показателя степени на 

логарифм основания этой степени:  

xpx a

p

a loglog   или p

aa xxp loglog  .
 

для любого действительного числа р. 

6. Формула перехода от одного основания логарифма к другому 

основанию: 

 10,10,0log
log

log

log

log
log  bиbaиaxx

a

x
или

a

x
x a

b

b

b

b
a . 
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Следствие из формулы перехода:  

b
a

или
a

b a

bb

a log
log

1

log

1
log  . 

 

Первое свойства логарифмов следуют из определения логарифма и 

свойства степени с показателем 0 и 1:  а
0
 = 1, значит, loga1= 0; а

1
 = а, значит, 

logaa = 1.  

 

2. Логарифмическая функция, еѐ свойства и график 

 

Определение. Логарифмической функцией называется функция вида  

у = xalog , где a - заданное число, 0>a , 1a . 

 

Свойства логарифмической функции 

1. Областью определения логарифмической функции являются все 

положительные действительные числа: );0()( yD . 

Это следует из определения логарифма числа b по основанию а: 

   balog  имеет смысл, если b > 0. 

2. Множеством значений логарифмической функции являются все 

действительные числа:   ;)(yE . 

3. Логарифмическая функция обращается в нуль при х = 1. 

Решим уравнение logaх = 0. По определению логарифма получаем:  

а
0
 = х, т. е. х=1. 

4. Логарифмическая функция у = logaх возрастает на всей области 

определения, если 1>a . 

    Логарифмическая функция у = logaх убывает на всей области 

определения, если 1<<0 a .  

5. Логарифмическая функция у = logaх: 
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а) при а > 1 принимает положительные значения, если х > 1; 

отрицательные значения, если 0 < х < 1. 

б) при 0 < а < 1 принимает положительные значения, если 0 < х < 1, и 

отрицательные значения, если х > 1. 

6. Логарифмическая функция непрерывна на всей области определения. 

 

                         

 

3. Логарифмические уравнения 

3.1. Простейшие логарифмические уравнения 

Определение 1. Логарифмическим уравнением называется уравнение, 

содержащее переменную под знаком логарифма и (или) в основании 

логарифма. 

Например,  100lgloglog 255  xx . 

Определение 2. Простейшим логарифмическим уравнением называется 

уравнение вида 

bxfa )(log  

Например,  5log2 x . 

 

Простейшее логарифмическое уравнение решается потенцированием: 

 































.1,0

,0)(

,)(

,1,0

,0)(

,)(log

aa

xf

axf

aa

xf

bxf b

a
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Пример 1.  Решить уравнение 5log2 x . 

Решение.  5

2 25log  xx . 

Ответ: x = 32. 

Определение 2. Простейшим логарифмическим уравнением с 

одинаковыми основаниями логарифмов называется уравнение вида: 

)(log)(log xFxf aa  , 

где a - заданное число. 

Замечание. Уравнение вида )(log)(log xFxf aa   не является простейшим 

логарифмическим уравнением. Однако его можно привести к простейшему 

логарифмическому уравнению: 























.1,0

,0)(

,0)(

,0
)(

)(
log

0)(log)(log)(log)(log

aa

xF

xf
xF

xf

xFxfxFxf

a

aaaa  

Чтобы не делать каждый раз этого преобразования, мы в дальнейшем, 

уравнение вида )(log)(log xFxf aa   будем называть простейшим 

логарифмическим уравнением с одинаковыми основаниями логарифмов.  

(Если говорить боле строго, такое уравнение следует называть обобщенным 

простейшим логарифмическим уравнением.) 

Например, )2(loglog 2

55  xx . 

Если два логарифма с одинаковыми основаниями равны, то равны и 

выражения под знаком логарифма:  




































.1,0

,0)(

,0)(
),()(

,1,0

,0)(

,0)(

),(log)(log

aa

xF

xf
xFxf

aa

xF

xf

xFxf aa

 

Пример 2.  Решить уравнение )12(log)1(log 2

22  xxx . 

Решение. 

Это уравнение равносильно системе: 
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2
,2,1

,1

,023

,0)1(

,1

,121

,012

,01

212

2

2

2 







































x
xx

x

xx

x

x

xxx

xx

x

. 

Ответ: x = 2. 

 

3.2. Простейшие логарифмические уравнения, содержащие 

показательную функцию.  Логарифмо-показательные уравнения 

Метод решения: по определению логарифма.  

Пример 3. Решите уравнение   xx  232log2 . 

Решение. Область допустимых значений – множество всех 

действительных чисел, так как при всех 032,  xRx . 

По определению логарифма имеем xx  2232 . Получим показательное 

уравнение, которое решим методом приведения к алгебраическому. 

Пусть 0,2  yyx , получим уравнение ,043,0
2

3 2
2

 yy
y

y  41 y , 

12 y . 41 y  - не удовлетворяет условию 0y  и является посторонним. 

012  xx . 

Ответ: 0x . 

Пример 2.  Решите уравнение   xx  322log2 . 

Решение. Область допустимых значений:  

  ;1,122,022 xxxx . 

По определению логарифма имеем xx  3222 . Получим показательное 

уравнение, которое решим методом приведения к алгебраическому. 

Пусть 0,2  yyx , получим уравнение ,082,0
2

2 2
3

 yy
y

y  21 y , 

42 y . 21 y  - не удовлетворяет условию 0y  и является посторонним. 

242  xx ,   ;12 . 

Ответ: 2. 
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Пример 3. Решите уравнение   1537log5   xx . 

Решение. Область допустимых значений – множество всех 

действительных чисел, так как при всех 0537,  xRx . 

Преобразуем уравнение:   1537log5   xx . 

По определению логарифма имеем 15
5

1
37  x

x
. Получим 

показательное уравнение, которое решим методом приведения к 

алгебраическому. 

Пусть 0,5  yyx , получим уравнение ,0375,05
1

37 2  yyy
y

 

10

1097
,

10

1097
,1096049,0375 21

2 



 yyDyy . 

10

1097
1


y  – не 

удовлетворяет условию 0y  и является посторонним. 













 





10

1097
log

10

1097
5 5xx . 

Ответ: 












 

10

1097
log5 . 

Пример 4. Решите уравнение   xx   1532log3 . 

Решение. Область допустимых значений – множество всех 

действительных чисел, так как при всех 0532,  xRx . 

Преобразуем уравнение:   1532log3   xx . 

По определению логарифма имеем 
3

3
5

3

1
2

x

x
 . Получим показательное 

уравнение, которое решим методом приведения к алгебраическому. 

Пусть 0,3  yyx , получим уравнение ,0615,0
3

5
1

2 2  yy
y

y
 

2

24915
,

2

24915
,24924225,0615 21

2 



 yyDyy . 

2

24915
1


y  – не 

удовлетворяет условию 0y  и является посторонним. 













 





2

24915
log

2

24915
3 3xx . 

Ответ: 












 

2

24915
log3 . 
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Пример 5. Решить уравнение   12434log 1

3   xx . 

Решение. Область допустимых значений – множество всех 

действительных чисел: Rx , так как 0434 1  x  при Rx . 

По определению логарифма получаем: 

    01234304
3

3
4

3

3
4343

2
2

112   xx
xx

xx . 

Пусть 0,3  yyx , получим систему: 

6
6,2

0

0124

0

21

2


















y

yy

y

yy

y
. 

6log63 3 xx . 

Ответ: 6log3 . 

 

Пример 6. Решить уравнение   xx  283log3 . 

Решение. Область допустимых значений 

2log38log83083 33  xxxx  или   ;2log3 3x . 

По определению логарифма имеем 08
3

9
38332 

x

xxx . 

Пусть 0,3  yyx , получим систему: 

9
9,1

0

098

0

0
9

8

0

21

2































y
yy

y

yy

y

y
y

y

. 

  ;2log32;293 3xx . 

Ответ: 2. 

 

Пример 7. Решить уравнение  12lg5lg6lg  xxx . 

Решение. Область допустимых значений: Rxx  ,012 . 

Преобразуем уравнение:       12lg15lg6lg12lg5lg6lg xx xxx  

        12lg2lg6lg12lg2lg6lg12lg5lg10lg6lg xxxx xx  

  0
2

6
12

2

6
1212lg

2

6
lg 

x

x

x

xx

x
. 
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Пусть 0,2  yyx , тогда получим систему: 

2
2,3

0

06

0

0
6

1

0

21

2































y
yy

y

yy

y

y
y

y

,  122  xx . 

Ответ: 1. 

Рассмотрим логарифмические уравнения, в основании которых 

содержится переменная 

Определение 3. Простейшим логарифмическим уравнением с 

переменным основанием логарифма называется уравнение вида:  

bxfxg )(log )( , 

где g(x) - параметр или функция переменной x. 

Например, 2)65(log 2

)3(  xxx . 

Определение 4. Простейшим логарифмическим уравнением с 

одинаковыми переменными основаниями логарифмов называется уравнение 

вида:  

)(log)(log )()( xFxf xgxg  , 

где g(x) - параметр или функция переменной x. 

Замечание. Уравнение вида )(log)(log )()( xFxf xgxg   не является 

простейшим логарифмическим уравнением. Однако его можно привести к 

простейшему логарифмическому уравнению: 























.1)(,0)(

,0)(

,0)(

,0
)(

)(
log

0)(log)(log)(log)(log

)(

)()()()(

xgxg

xF

xf
xF

xf

xFxfxFxf

xg

xgxgxgxg  

Чтобы не делать каждый раз этого преобразования мы в дальнейшем 

уравнение вида )(log)(log )()( xFxf xgxg   будем называть простейшим 

логарифмическим уравнением с одинаковыми основаниями логарифмов. 
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Пример 8. Решите уравнение   432log 24  xxxx . 

Решение. Область допустимых значений: 








.1,0

,03224

xx

xxx
 

По определению логарифма имеем 424 32 xxxx  , 0322  xx , 

11 x , 32 x . 

Проверим, входят ли полученные значения в область допустимых 

значений. 

При 11 x , получим 








11,01

,03211
 система не выполняется, значит, 

11 x  не является корнем уравнения. 

При 32 x , получим 

















,13,03

,081

,13,03

,036981
 система выполняется, 

значит, 32 x  является корнем уравнения. 

Ответ: 3. 

 

Пример 9. Решите уравнение   342log 23

1  xxxx . 

Решение. Область допустимых значений: 








.2,1

,042 23

xx

xxx
 

По определению логарифма имеем:  

323 )1(42  xxxx ,  032,13342 22323  xxxxxxxx , 11 x , 

32 x .  

Проверим, входят ли полученные значения в область допустимых 

значений. 

При 11 x , получим 








21,11

,04121
 система не выполняется, значит, 

11 x  не является корнем уравнения. 

При 32 x , получим 

















,23,13

,07

,23,13

,0431827
 система выполняется, 

значит, 32 x  является корнем уравнения. 

Ответ: 3. 
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Пример 10. Решите уравнение  

    03log12log 1

2

1

1  



xxx x

x

. 

Решение. Область допустимых значений:  

);0()0;1(

,0

,1

,3

,0)1(

,11

,01

,03

,012 22















































x

x

x

x

x

x

x

xx

. 

Преобразуем уравнение:  

    







 1log)1(log3log,03log
)1(log

)1(log
1

2

1111

1

2

1
xxxx

x

x xxx
x

x
 

  02123)1(log1log)3(log 222

111 xxxxxxx xxx . 

1,2 21  xx  

21 x  не входит в область допустимых значений и является 

посторонним корнем. 

12 x - входит в область допустимых значений 

Ответ: 1. 

 

Пример 11. Решите уравнение 2)15(log
2

1 x . 

Решение. Область допустимых значений: 







 ;

5

1
,

5

1
,015 xx . 

По определению логарифма, имеем:  1,55,215,15
2

1 2

2











xxxx . 

x = 1 входит в область допустимых значений, 







 ;

5

1
1 . 

Ответ: 1. 

 

Пример 12. Решите уравнение 
2

1
logloglog 234 x . 



15 

 

Решение. 

Область допустимых значений: 































1logloglog

1loglog

0

,0loglog

,0log

,0

323

22

23

2

x

x

x

x

x

x

 

 















































 ;22

,2

,1

,0

,2loglog

,1

,0

,1log

,1

,0

222

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

. 

По определению логарифма, имеем: 9log,2loglog,4loglog 223
2

1

23  xxx , 

92x .  92x  входит в область допустимых значений,   ;029 . 

Ответ: 92 . 

 

Пример 13. Решите уравнение 3)56(log 2  xxx . 

Решение. Область допустимых значений: 

   


































;11;0

.2,1

,1,0

,065

,1,0

,0)65(

,1,0

,056

,1,0
2

x
x

xx

x

xx

xx

xx

xx

xx
 

 

 

 

 

По определению логарифма, имеем:  

6,1,0,0)65(,65 321

223  xxxxxxxxx . 

1,0 21  xx  не входит в область допустимых значений и являются 

посторонними корнями. Остается один корень: 6x . 

Проверим значение x = 1, при котором основание обращается в 1, 

получим: 

311log1   – равенство не выполняется. x = 1 не удовлетворяет 

уравнению. 

Ответ: 6. 
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Пример 14. Решите уравнение 1
12

2
log

4

12 





x

x
x . 

Решение. Область допустимых значений: 




























,012

,1,
2

1

,0
12

2

,112,012
4

x

xx

x

x

xx














.
2

1

,1,
2

1

x

xx
 

   

 

 

Получим объединение промежутков:  







;11;

2

1
 . 

По определению логарифма, имеем:  
























.3,3

,1,1

,3

,1
034,12

12

2

43

21

2

2

24
4

xx

xx

x

x
xxx

x

x
. 

3,1,1 321  xxx  не входит в область допустимых значений, и 

являются посторонними корнями. Остается один корень: 3x . 

Ответ: 3 . 

 

Упражнения для самостоятельного решения 

Решите уравнения: 

 

1. 4)3(log2 x . 7.   xx  363log3 . 

2.   xx  232log2 . 8.   253log5   xx . 

3.   xx  213log 1

3 .  9.   3254log 23

1  xxxx . 

4. 0lglglg x .  10. 3)34(log 2  xxx . 

5.   225261log 2

5   xx .  11.   xx  329log2 .  

6.    12lg194lg2lg 22   xx .               12.   5log2log 44  x . 
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3.3. Логарифмические уравнения, содержащие суммы и разности 

логарифмов, умножение логарифма на число 

 

 Метод решения: применение свойств логарифмов. 

 

Для решения уравнений вида: 

 )(log)(log)(log xuxgxf aaa  ,  (1) 

 )(log)(log)(log xuxgxf aaa  ,  (2) 

 )(log)(log xuxfp aa  ,  (3) 

используются формулы  

 logaх + logaу = loga(xy), (4) 

 logaх - logaу = loga
y

x
,. (5) 

 p

aa xxp loglog  , (6) 

 

которые приводят уравнения к следующим: 

   )(log)()(log xuxgxf aa  , (7) 

 )(log
)(

)(
log xu

xg

xf
aa 








, (8) 

   )(log)(log xuxf a

p

a  . (9) 

Дальнейшее решение полученных уравнений выполняется как 

простейших, т. е. приводятся к одной из следующих трех систем: 

 





















).()()(

,0)(

,0)(

,0)(

xuxgxf

xu

xg

xf

 (10) 

 

 





















).(
)(

)(

,0)(

,0)(

,0)(

xu
xg

xf

xu

xg

xf

 (11) 
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



















).()(

,0)(

,0)(

,0)(

xuxf

xu

xg

xf

p

 (12) 

Замечание. Если при решении уравнения с помощью формул (4) - (6) 

производятся преобразования вида    p

aaa xf
xg

xf
xgxf )(log,

)(

)(
log,)()(log  , где p - 

четное число, то возникает опасность потери корней заданного уравнения. 

Чтобы предотвратить возможную потерю корней, надо пользоваться 

указанными формулами в таком виде: 

  )(log)(log
)(

)(
log,)(log)(log)()(log xgxf

xg

xf
xgxfxgxf aaaaaa  , 

  )(log)(log xfpxf a

p

a  , где p – четное число. 

 

Пример 1. Решите уравнение    02)3(100lg76lg 2  xxx . 

Решение. Область допустимых значений:  

  

















.3

,0)23()23(

,0)3(100

,0762

x

xx

x

xx
 

 

 

 

 

 

Получим промежуток   ;23 . 

Преобразуем уравнение, используя свойства логарифмов: 

    02)3lg(276lg,02)3lg(100lg76lg 22  xxxxxx , 

  5,2,0107,376),3lg(76lg 21

222  xxxxxxxxxx . 

21 x  – не входит в область допустимых значений и является 

посторонним корнем. 

Ответ: 5. 
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Пример 2. Решите уравнение:     169log934log 22  xx  

Решение. Область допустимых значений: 























63
4

9
3

,069

,0934

2x

x

x

x

 

Показательная и логарифмическая функции с основанием 3 являются 

возрастающими, тогда получим: 













6log2
4

9
log

3

3

x

x
6log

6log
4

9
log

6log
2

1
4

9
log

3

3

3

3

3


























 x

x

x

x

x
,    ;6log3x  

Преобразуем уравнение:  

       ,69log2log934log,69log1934log 22222  xxxx  

      ,01232934,692934,692log934log 2

22  xxxxxx  

.033432 2  xx   

Положим 0,3  yyx , получим систему: 

2

102

2

102
,

2

102

0

0342

,0

21

2



























y

yy

y

yy

y
. 

2

102
log,

2

102
3 3





 xx  – этот корень входит в область допустимых 

значений. 

Проверка. 

При 
2

102
log 3


x  уравнение примет вид : 

  ,16
2

102
log91024log

,169log934log

2

22

2

102
log

2
2

102
log

2

33





























 



































 

    ,1
2

5102
log5102log,16

4

101044
log5102log 2222 













 


















  
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   
11,12log,1

5102

51022
log,1

2

5102
:5102log 222 
































 
 , значит, 

2

102
log 3


x  удовлетворяет уравнению. 

Ответ: 
2

102
log 3


x . 

Пример 3. Решите уравнение 01log)2(log)2(log 333  xxx . 

Решение. Область допустимых значений: 

20

.2

,2

,0

,2

,2

,0

,02

,02

,0

















































x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

. 

Получим промежуток  2;0 . 

Преобразуем уравнение, используя свойства логарифмов: 

    2

333333 2log3log2log,log)2(log1)2(log xxxxxx  

    1,60652362log36log 21

222

33  xxxxxxxxxx . 

61 x  - не входит в область допустимых значений  2;06  и является 

посторонним корнем;  2;01 . 

Ответ: 1. 

Пример 4. Решите уравнение 50lg)2lg(
2

1
2)23lg(  xx . 

Решение. Область допустимых значений: 

3

2

,2

,
3

2

,02

,023





















x

x

x

x

x
. 

Получим промежуток 







;

3

2
. 

Преобразуем уравнение, используя свойства логарифмов: 

,2500lg10000lg)2lg()23lg(,50lg2)2lg(4)23lg(2 2  xxxx  

    ),2(10000lg232500lg,10000lg)2lg(2500lg23lg
22

 xxxx  

   844129)2(10000232500 22
xxxxx  
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2,
9

2
04169 21

2  xxxx . 

9

2
1 x  – не входит в область допустимых значений 








 ;

3

2

9

2
и 

является посторонним корнем; 







 ;

3

2
2 . 

Ответ: 2. 

Пример 5. Решите уравнение 2)6lg()125lg( 2  xx . 

Решение. Область допустимых значений: 


















.6

,0)55)(55(

,06

,01252

x

xx

x

x
 

Получим промежуток  ;55 . 

Преобразуем уравнение, используя свойства логарифмов: 

  0475100,600100125),6lg(100lg125lg 222  xxxxxx , 

95,5,95
2

90100
,5

2

90100
2121 





 xxxx . 

51 x  - не входит в область допустимых значений   ;555 и является 

посторонним корнем;   ;5595 . 

Ответ: 95. 

Пример 6. Решите уравнение  

4log
1

1
lg2)1lg(22)33lg(

2

1
2

2 



x

xxx . 

Решение. Область допустимых значений: 
























 














 











.1

0
2

213

2

213

,01

,0332

x

xx

x

xx
. 

Получим промежуток 
















;

2

213
. 

Преобразуем уравнение, используя свойства логарифмов: 

4log)1lg(2)1lg(24log)33lg(
2

1
22

2  xxxx , 
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043,133,0)33lg(,0)33lg(
2

1 2222  xxxxxxxx , 

1,4 21  xx . 

41 x  – не входит в область допустимых значений и является 

посторонним корнем. 

Ответ: 1. 

Пример 7. Решите уравнение  

18,0lg21lg45lg  xx . 

Решение. Область допустимых значений: 

 
















;8,08,0

,1

,8,0

,01

,045
илиx

x

x

x

x
. 

Преобразуем уравнение, используя свойства логарифмов: 

,18)1)(45(,18lg2)1lg()45lg(,18lg)1lg(
2

1
)45lg(

2

1 2 xxxxxx  

8,2,8
10

811
,816561,656165601,03285 21

2 


 xxDxx . 

2,81 x  - не входит в область допустимых значений   ;8,02,8  и 

является посторонним корнем;   ;558 . 

Ответ: 8. 

Пример 8. Решите уравнение  

 2lg)36lg(5,09055lg 2  xxx . 

Решение. Область допустимых значений: 









.36

,090552

x

xx
 

Преобразуем уравнение, используя свойства логарифмов: 

  )722lg()9055lg(,)722lg(
2

1
)9055lg(

2

1 22  xxxxxx , 

54,3
2

5157
,512601,26016483249,016257 21

2 


 xxDxx . 



23 

 

31 x  – не входит в область допустимых значений и является 

посторонним корнем. 

Ответ: 54. 

Пример 9. Решите уравнение  

8lg)5lg(2lg7lg  xx . 

Решение. Область допустимых значений: 

5
,5

,7

,05

,07


















x

x

x

x

x
 или );5( x . 

Преобразуем уравнение, используя свойства логарифмов: 

16

)5(
7,2lg4)5lg(2)7lg(,2lg2)5lg()7lg(

2

1 2


x
xxxxx , 

321024,08726,251011216 22  Dxxxxx , 

29,3
2

3226
21 


 xx . 

31 x  – не входит в область допустимых значений и является 

посторонним корнем. 

Ответ: 29. 

Пример 10. Решите уравнение  

2log23log12loglog2 33

2

33  xxx . 

 

Решение. Область допустимых значений: 

);1()1;0(
,1

,0

,0)1(

,0
2




















x

x

x

x
. 

Преобразуем уравнение, используя свойства логарифмов: 

    12log|1|log,4log3log)1(loglog 3333

2

3

2

3  xxxx , 12|1|  xx . 

Это уравнение равносильно совокупности двух систем: 

(1) 
  

















,012

,10

,12)1(

,10
2 xx

x

xx

x
 решений нет. 
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(2) 
 

4

4

3

,1

,012

,1

,121

,1

2

1
2







































x

x

x

x

xx

x

xx

x
. 

Ответ: 4. 

 

Упражнения для самостоятельного решения. 

Решите уравнения: 

1. 1)1(loglog 22  xx . 

2.      112log52log42log 555  xxx . 

3. 3

2

2 10lg
)3(

1
lg)3lg(23)77lg(

2

1





x
xxx . 

4.   4log8lg)12lg(
2

1
lglg 2 xx .  

5.   38lg231lg  xx . 
 

 

3.4. Логарифмические уравнения, решаемые методом введение новой 

переменной 

 

Логарифмические уравнения, содержащие одинаковые основания, но 

различные степени логарифмов. 

Метод решения: введение новой переменной и приведение к 

алгебраическим уравнениям. 

Пример 1. Решите уравнение   xx 7log

2 746log  . 

Решение. Найдем область допустимых значений из системы 

неравенств: 

6log0
,0

,6log

,0

,64

,0

,64

,0

,046
4

4




































x

x

x

xxx

xxx

. 

Преобразуем уравнение:     xxxx  46log,746log 2

log

2
7 .  

По определению логарифма будем иметь: 0624,462  xxxx .  
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Пусть 0,2  yyx , тогда получим квадратное уравнение: 

2,3,06 21

2  yyyy .  

Первый корень, 31 y  не удовлетворяет условию y > 0 и является 

посторонним. 

1,22  xx . 

x = 1 - входит в область допустимых значений. 

Проверка. 

При x = 1 уравнение примет вид:   1log1

2
7746log  , 11,72log 0

2  , 

значит, 1x  является корнем уравнения. 

Ответ: 1. 

Пример 2. Решите уравнение 09,0lglg1,0 24  xx . 

Решение. Область допустимых значений: x > 0. 

Пусть 0,lg2  yyx , получим уравнение 0910,09,01,0 22  yyyy , 

9,1 21  yy . 10,1lg;1,0,1lg,1lg 21

2  xxxxx ; 

1000,3lg;001,0,3lg,9lg 43

2  xxxxx . 

Ответ: 0,001; 0,1; 10; 1000. 

Пример 3. Решите уравнение  3loglog9log
2

1 2

333  xx . 

Решение. Область допустимых значений: x > 0. 

Преобразуем уравнение: 02loglog,3loglog2
2

1
3

2

3

2

33  xxxx . 

Пусть yx 3log , получим уравнение 2,1,02 21

2  yyyy . 

9,2log;
3

1
,1log 2313  xxxx . 

Ответ: 9;
3

1
. 
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Рассмотрим логарифмические уравнения, содержащие одинаковые 

основания, но различные выражения под логарифмом 

 

Пример 4. Решите уравнение 2

2

2

2 log23log xx  . 

Решение. Область допустимых значений: x > 0. 

Преобразуем уравнение: 03log4log 2

2

2  xx . 

Пусть yx 2log , получим уравнение 3,1,034 21

2  yyyy . 

8,3log,2,1log 2212  xxxx . 

Ответ: 2; 8. 

Пример 5. Решите уравнение 13lglglg 222  xx . 

Решение. Область допустимых значений: x > 0. 

Преобразуем уравнение:   013lglg2lg 22  xx . 

Пусть yx lg , получим уравнение  

  3lg443lg44,013lg2 2222  Dyy , 30lg,
3

10
lg3lg1 21  yy . 

30,30lglg,
3

10
,

3

10
lglg 21  xxxx . 

Ответ: 
3

10
; 30. 

Пример 6. Решите уравнение 01lg20lg 32  xx . 

Решение. Область допустимых значений: x > 0. 

Преобразуем уравнение:   01lg10lg9,01lg
2

1
20lg 223  xxxx . 

Пусть yx lg , получим уравнение  

6436100,01109 2  Dyy , 1,
9

1

18

810
21 


 yy . 

10,1lg,10,
9

1
lg 2

9

1

1  xxxx . 

Ответ: 9

1

10 ; 10. 
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Пример 7. Решите уравнение x
xxx 2log5

2

6

2

3

2 logloglog  . 

Решение. Область допустимых значений: x > 0. 

Преобразуем уравнение:  

  06log5loglog,0loglog5log6log 2

2

22222

3

2  xxxxxxx . 

06log5log;1,0log 2

2

212  xxxx . 

Пусть yx 2log , получим уравнение  

0652  yy , 3,2 21  yy . 8,3log,4,2log 3222  xxxx . 

Ответ: 1; 4; 8. 

 

Логарифмические уравнения, содержащие разные основания логарифмов 

 

Метод решения: переход к логарифмам одного основания с 

использованием формулы перехода от логарифма одного основания к 

основанию другого логарифма. 

Пример 8. Решите уравнение 5,5logloglog 2793  xxx . 

Решение. Область допустимых значений: x > 0. 

Перейдем в каждом логарифме к основанию 3, применяя формулу 

перехода: 

,
11

6
5,5log,5,5

6

11
log,5,5

3

1

2

1
1log,5,5

27log

log

9log

log
log 333

3

3

3

3
3 








 xxx

xx
x  

27,3log3  xx . 

Ответ: 27. 

Пример 9. Решить уравнение 2log8loglog5 2

9

3

9

9

2  xxx
x

x

x . 

Решение. Область допустимых значений:  























































.
3

1

,9

,0

,
9

1

,9

,0

,19

,1
9

,0

22 x

x

x

x

x

x

x

x

x
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Преобразуем уравнение. Перейдем к логарифмам по основанию 9, 

получим: 










2
log9log

log
8

log9log

log

9loglog

log
5

2

99

2

9

99

3

9

99

9

x

x

x

x

x

x
 

2
log21

log16

log1

log3

1log

log5

9

9

9

9

9

9 









x

x

x

x

x

x
. 

Пусть yx 9log , тогда получим уравнение 








2
21

16

1

3

1

5

y

y

y

y

y

y
 

2241616422
21

16

1

2
2

21

16

1

3

1

5 222 














yyyyyy
y

y

y

y

y

y

y

y

y

y
, 

2

1
,

4

1
,43236,0168021216 21

22  yyDyyyy . 

3
2

1
log;3

4

1
log 2919  xxxx .  

Оба корня входят в область допустимых значений и являются 

решениями уравнения. 

Ответ: 3 ; 3. 

 

Пример 10. Решите уравнение xx xx 93 loglog  . 

Решение. Область допустимых значений: 




































.
9

1

,
3

1
,0

,19

,13

,0

x

x

x

x

x

x

. 

Пусть 1x . Перейдем в каждом логарифме к основанию x, получим: 

13log

1

13log

1
,

log9log

1

log3log

1
,

9log

log

3log

log
2 








xxxxxxx

x

x

x

xxx

x

x

x
, 

31,3,03log,13log13log2 0  xxxx , корней нет. 

При x = 1 получим 00,1log1log 93  , значит x = 1 - корень уравнения. 

Ответ: 1. 
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Пример 11. Решите уравнение 9log1log3 xx  . 

Решение. Область допустимых значений: 

);1()1;0(
,1

,0











x

x
. 

Перейдем в логарифме 9log x  к основанию 3, получим: 

xx
x

33

3

log

2

log

9log
9log  . 

Уравнение примет вид: 
x

x
3

3
log

2
1log  . Пусть yx 3log , получим 

уравнение: 

2,1,02,
2

1 21

2  yyyy
y

y . 9,2log,
3

1
,1log 2313  xxxx . 

При x = 1 получим 9log10,9log11log 113  , значит, x = 1 не является 

корнем уравнения. 

Ответ: 
3

1
; 9. 

 

Упражнения для самостоятельного решения 

Решите уравнения: 

1. .11logloglog 248  xxx   

2. log log .2 5
3

1 2 1








 









 

x x  

3. log log .
x x2 16 64 32    

4. )82(log)32(log)72(log1 333  xxx . 

5.     52log1224log 1

2

1

2   xxx .  

6. 
1

6
2

1

3
3 52 1

8

log ( ) log .x x     
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3.5. Показательно-логарифмические уравнения 

 

Пример 1. Решите уравнение  

)125(log)3(log
2

4

6

1

2

1
6













xxx

 

Решение. Область допустимых значений:  

3
3

0125

03
2


















x

x

x

xx

x
 или   ;3x . 

Применим основное логарифмическое тождество. Для этого 

преобразуем уравнение: 

      









2

)125(log
1

)3(log

4log

)125(log
16

1
log

)3(log

2
2

6

2

2
2

6

6

2626
xxxxx

x

 

    





 2

1

212

1

125(log1)3(log
)125()3(26

2
26 xxx

xxx  

3125961253 222  xxxxxxxx ,   ;33 . 

Ответ: 3. 

 

Пример 2. Решить уравнение  

)1(log)1(log 25
2

25 9439



xx

. 

 

Решение. Область допустимых значений: 

x + 1 > 0x > -1,   ;1x . 

Преобразуем уравнение:  

  0394903949
)1(log2)1(log)1(log)1(log2 25252525 

 xxxx . 

Пусть 0,9
)1(log25 


yy

x , получим систему: 

3,1
3,1

0

034

0
21

21

2


















yy

yy

y

yy

y
. 

Получим совокупность уравнений: 
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









































.4

,0

51

11

2

1
)1(log

0)1(log

39

19

2

1

25

25

)1(log

)1(log

25

25

x

x

x

x

x

x

x

x

 
 

 








.;14

,;10
 

Ответ: 0; 4. 

 

Упражнения для самостоятельного решения 

Решите уравнения: 

 

1. 0logloglog 23 x  

2. 50

9
lg24lg45lg  xx

 

3. 
  25,014414 2lg216lg

4

1
223lg

 
xxx

 

4. 10lg xx  

5. 9log1log3 xx   

6.     1log

3

2 29log8153lg  xx  

7. 
  2log75,533log 5,0

2

4  xx
     

8. 
  64log 23

3  xxx
x  

9. 
  122log9log 4

32
 x

 

10.   xx  329log2                       

11. 
2

2

2

2 log23log xx                    

12. 13lglglg 232  xx                                            

13.  12lg5lg6lg  xxx   

14. 0lglglg x  

15.   07logloglog 2

347 x  
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